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OUTLINE

생존자료에 관한 결합모형

모형 확장

예측: 이벤트 발생 확률

평가: ROC 곡선, AUC
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이런질문에답을 …

 결합모형은 언제 필요한가? 

 시간-가변 공변량을 가진 Cox 비례위험모형과 다른 점은
무엇인가?

 종단자료와 생존자료를 연결하는 방법은 다양한가?

 이벤트를 두 개 이상 가진 생존자료와 결합도 가능한가?

 … 
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Mayo Clinic Primary Biliary 
Cirrhosis (PBC) 자료

 id patients identifier (312)
 years number of years between registration and the earlier of death, transplantion, 

or study analysis time
 year number of years between enrollment and this visit date
 status a factor with levels alive (143), transplanted (29) and dead (140)
 status2 1 denoting if the patient was dead, and 0 if the patient was alive or 

transplanted
 drug a factor with levels placebo (154) and D-penicil (디-페니실린) (158)
 serBilir serum bilirubin in mg/dl
 hepatomegaly (간비대) a factor with levels No and Yes
 spiders (혈관 기형) a factor with levels No and Yes
 age, sex, ascites, edema, serChol, albumin, alkaline, SGOT, platelets, prothrombin, 

histologic
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질문: 디-페니실린은 효과적인가? 혈청 빌리루빈은 어떻게 영향을 미치는가?



Dataset 비교: pbc2, pbc2.id, pbc
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Counting process 포맷



2022.9.21 국민건강빅데이터임상연구소 특강 II 6

• 기점, 6개월 후, 1년 후, 년 1회 측정: 총 1945회 측정. 환자
1인당 평균 6.2회

• 파란색: 위약 분홍색: 디-페니실린
• 혈청빌리루빈: 비선형적인 경향도 보임



시간-가변공변량: 외적

 외적공변량이란?  이벤트에 영향을 주지만 이벤트 발생
이후부터는 이벤트에 영향을 받지 않는 공변량

 PBC: drug, age, sex 등
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시간-가변공변량: 내적

 바이오 마커 대부분은 내적공변량

 PBC: serBilir, spiders, hepatomegaly, ascites, edema, serChol, 
albumin, alkaline, SGOT, platelets, prothrombin, histologic

 측정오차를 포함

 위험집합에 있을 때만 관측 가능

 이벤트 발생 여부에 직접적으로 연관
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자료구조

 Data: 𝐷𝑛 = 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ,

 𝑇𝑖 = min 𝑇𝑖
∗, 𝐶𝑖 , 𝑇𝑖

∗: 이벤트 시간, 𝐶𝑖: 중도절단 시간

 𝛿𝑖 = 𝐼 𝑇𝑖
∗ ≤ 𝐶𝑖 ,

 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖1, 𝑦𝑖2, … , 𝑦𝑖𝑛𝑖
′
: 𝑛𝑖 × 1 종단자료값 벡터

 𝑦𝑖𝑙 = 𝑦𝑖 𝑡𝑖𝑙 : 시점 𝑡𝑖𝑙 (𝑙 = 1, 2, … , 𝑛𝑖)에서 관측한 𝑖 −번째 개체의
종단자료값
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두모형: 선형혼합모형

 연속형(정규) 바이오 마커

 𝑦𝑖 𝑡 = 𝑚𝑖 𝑡 + 𝜖𝑖 𝑡 = 𝑥𝑖
′ 𝑡 𝛽 + 𝑧𝑖

′ 𝑡 𝑏𝑖 + 𝜖𝑖 𝑡 ,
 𝑚𝑖 𝑡 : 𝑖 −번째 개체의 참 종단 값➜ 관측할 수 없으며 대신

(측정)오차가 포함된 값만 관측 가능

 𝑥𝑖 𝑡 : 외적공변량 벡터

 𝑧𝑖 𝑡 : 𝑡의 다항 차수 벡터. 예: 1, 𝑡 , 1, 𝑡, 𝑡2 등

 𝜖𝑖 𝑡 ∼ 𝑖𝑖𝑑 𝑁 0, 𝜎2 : 측정오차

 𝑏𝑖 ∼ 𝑁 0, 𝐷 :랜덤효과

 𝑏𝑖와 𝜖𝑖 𝑡 는 서로 독립
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두모형: Cox 비례위험모형

 ℎ𝑖 𝑡|𝑤𝑖 = ℎ0 𝑡 exp 𝛾𝑖
′𝑤𝑖 ,

 𝑤𝑖: (기저) 공변량 벡터 (예: 성별, 치료 여부 등) ➜ 시간−
가변일 수도! 즉 외적공변량 벡터 𝑤𝑖 𝑡

 ℎ0 𝑡 : 비모수적 혹은 모수적 (예: 와이블분포, 조각지수분포, B-
스플라인) 가정
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모수적기저위험함수

 와이블분포 : ℎ0 𝑡 = 𝜎𝑡𝜎−1

 계단함수 :
 0 = 𝑣0 < 𝑣1 < 𝑣2 < ⋯ < 𝑣𝑄 < 𝜈𝑄+1 = ∞ ∶ 노드

 log ℎ0 𝑡 = σ𝑞=1
𝑄+1

𝜉𝑞𝐼 𝑣𝑞−1 < 𝑡 ≤ 𝑣𝑞 ➜ 서로 다른 이벤트 시점을

노드로 정하면 비모수적 방법

 B-스플라인:

 log ℎ0 𝑡 = 𝜅0 + σ𝑑=1
𝑚+1 𝜅𝑑 𝐵𝑑(𝑡)

 𝐵𝑑 𝑡 : 3차 B-스플라인 기저함수

 𝑚: 내부 노드 개수

2022.9.21 국민건강빅데이터임상연구소 특강 II 12



결합모형

 ℎ𝑖 𝑡| 𝑚𝑖 𝑡 , 𝑤𝑖 = ℎ0 𝑡 exp 𝛾′𝑤𝑖 + 𝛼𝑚𝑖 𝑡 ,

 𝑚𝑖 𝑡 = 𝑚𝑖 𝑠 , 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 : 𝑡 시점 전까지 종단자료값 프로세스

 𝛼: 𝑡 시점에서 바이오 마커의 값과 이벤트 발생 위험 간의
연관 모수➜ 관심 있는 가설 𝐻0: 𝛼 = 0

 “현재 값” 연관 모형이라고 부름!
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추정: 최대우도방법

 모수: 𝜃 = 𝜃𝑦
′ , 𝜃𝑡

′, 𝜃𝑏
′ ′

 𝜃𝑦 = 𝛽′, 𝜎2 ′: 종단자료에 관한 모수

 𝜃𝑡 = 𝛾′, 𝛼, 𝜃ℎ0
′ ′

: 이벤트에 관한 모수

 𝜃𝑏 = 𝑣𝑒𝑐(𝐷): 랜덤효과에 관한 모수

 가정:

 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖|𝑏𝑖; 𝜃 = 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖|𝑏𝑖; 𝜃 𝑃 𝑦𝑖|𝑏𝑖; 𝜃

 𝑃 𝑦𝑖|𝑏𝑖; 𝜃 = ς𝑙 𝑃 𝑦𝑖 𝑡𝑖𝑙 |𝑏𝑖; 𝜃

 중도절단 시간과 방문 시간이 서로 독립
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로그우도

 log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃 = log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖; 𝜃 𝑑𝑏𝑖

= log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖|𝑏𝑖; 𝜃𝑡 , 𝛽 𝑃 𝑦𝑖|𝑏𝑖; 𝜃𝑦 𝑃 𝑏𝑖; 𝜃𝑏 𝑑𝑏𝑖

 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖|𝑏𝑖; 𝜃𝑡 , 𝛽 = ℎ𝑖 𝑇𝑖| 𝑚𝑖 𝑇𝑖 , 𝑤𝑖; 𝜃𝑡 , 𝛽
𝛿𝑖𝑆𝑖 𝑇𝑖| 𝑚𝑖 𝑇𝑖 , 𝑤𝑖; 𝜃𝑡 , 𝛽

 𝑆𝑖 𝑇𝑖| 𝑚𝑖 𝑇𝑖 , 𝑤𝑖; 𝜃𝑡 , 𝛽 = exp 0−
𝑇𝑖 ℎ0 𝑠 exp 𝛾′𝑤𝑖 + 𝛼𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠

 𝑙 𝜃 = σ𝑖 log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃 : (관측 자료) 로그 우도

 𝑙 𝜃 를 최대로 하는 해를 직접 구하기 쉽지 않음➜ EM 알고리즘 적용
(“𝑏𝑖”를 결측값으로 간주)
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EM 알고리즘

 σ𝑖 log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖; 𝜃 : (완전자료) 로그 우도

 𝑄 𝜃|𝜃 𝑠 = σ𝑖 𝐸 log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖; 𝜃 |𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃
𝑠

= σ𝑖  log 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖; 𝜃 𝑃 𝑏𝑖|𝑇𝑖 , 𝛿𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃
𝑠 𝑑𝑏𝑖

: (완전자료) 로그우도의 조건부기댓값➜ E-step

 MLE: 𝑙 𝜃 대신 𝑄 𝜃|𝜃 𝑠 를 최대로 하는 해로 정의➜

M-step

 𝜃 𝑠+1 = argmax𝜃𝑄 𝜃|𝜃 𝑠
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SE

 𝑆 𝜃 =
𝜕𝑄 𝜃|𝜃 𝑠

𝜕𝜃
: 스코어 벡터

 𝐼 𝜃 = −
𝜕𝑆 𝜃

𝜕𝜃′
: 관찰 자료 정보 행렬

 vොar 𝜃 = 𝐼 𝜃
−1
: 𝜃 (MLE)의 분산-공분산 행렬의 추정값
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PBC

 종단자료모형: 𝑚𝑖 𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1 × drug𝑖 + 𝛽2𝑡 + 𝛽3𝑡
2 +

𝛽4 𝑡 × drug𝑖 + 𝛽5 𝑡2 × drug𝑖 +𝑏𝑖0 +𝑏𝑖1𝑡 + 𝑏𝑖2𝑡
2

 결합모형: ℎ𝑖 𝑡 = ℎ0 𝑡 exp(
)
𝛾1 × drug𝑖 + 𝛾2 ×

hepatomegaly𝑖 + 𝛼 ×𝑚𝑖(𝑡)
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기저 분포 로그 우도 AIC BIC

와이블분포 -1859.4 3754.9 3822.3

조각지수분포 -1858.1 3762.2 3848.2

B-스플라인 -1855.8 3761.6 3855.2

콕스 (비모수적) -2395.6 4823.2 4883.1

내적공변량이지만
기저값으로 고정
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PBC: Cox 모형과비교

 ℎ𝑖 𝑡 = ℎ0 𝑡 exp(
)

𝛾1 × drug𝑖 + 𝛾2 × hepatomegaly𝑖 +
𝛼𝑦𝑖(𝑡) ➜ 방문 사이에 혈청 빌리루빈의 로그값은 변하지
않는다고 가정. 외적공변량으로 간주 (counting process
포맷)
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모형확장: 𝛼𝑚𝑖 𝑡

 “상호작용”연관: 𝛼1𝑚𝑖 𝑡 + 𝛼2 𝑤𝑖 ×𝑚𝑖 𝑡 . 𝑤𝑖: 부분그룹
공변량 ➜ interFact = 옵션 이용

 “지연”연관: 𝛼𝑚𝑖 max 𝑡 − 𝑐, 0 , 𝑐: 지연된 시간 ➜ lag =
옵션 이용

 “현재 값 + 변화율”연관: 𝛼1𝑚𝑖 𝑡 + 𝛼2𝑚𝑖
′(𝑡) ➜ derivForm

= 옵션 이용

 “누적”연관: 𝛼 0
𝑡
𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠 ➜ derivForm = 옵션 이용

 “ 공유 랜덤효과 ”연관: 𝛼′𝑏𝑖 (시간 독립➜ 간단. 하지만
다변량 랜덤효과의 해석은 난해)
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PBC
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외적공변량과 내적공변량의 상호작용이 이벤트와 연관 내적공변량의 현재 값과 기울기가 이벤트와 연관

혈청 빌리루빈의 로그값이 1-unit 증가함에 따라
이벤트 위험은 hepatomegaly가
없는 환자: 𝐞𝐱𝐩 𝟏. 𝟏𝟓𝟕 = 𝟑. 𝟏𝟖 (𝟐. 𝟒𝟕, 𝟒. 𝟎𝟗)
있는 환자: 𝐞𝐱𝐩 𝟏. 𝟑𝟗𝟐 = 𝟒. 𝟎𝟐 (𝟑. 𝟏𝟏, 𝟓. 𝟐𝟎)배 증가

혈청 빌리루빈의 로그값이 동일한 두 환자에 대해
혈청 빌리루빈의 로그값의 기울기가 1-unit 증가함에
따라 이벤트 로그위험은 𝟐. 𝟓𝟒 (𝟏. 𝟑𝟖, 𝟑. 𝟕𝟏)만큼 증가



모형확장: 𝛾′𝑤𝑖

 𝑆𝑖 𝑡| 𝑚𝑖 𝑡 , 𝑤𝑖 = exp 0−
𝑡
ℎ0 𝑠 exp 𝛾′𝑤𝑖 𝑠 + 𝛼𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠

= exp −σ𝑞=1
𝑄𝑖 Ω𝑖𝑞

ℎ0 𝑠 exp 𝛾′𝑤𝑖𝑞 + 𝛼𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠

 𝑤𝑖 𝑡 :시간-가변 외적공변량

 Ω𝑖𝑞 , 𝑞 = 1,2, … , 𝑄𝑖 : 𝑤𝑖 𝑡 의 값이 일정한 시구간들의 집합
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PBC
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기저 분포: B-스플라인만 가능 내적 공변량 혈철 빌리루빈을 외적 공변량으로 처리하면…

➜ 혈철 빌리루빈의 로그값이 이벤트에 미치는 영양이
과소추정 됐을 수도!



모형확장: ℎ0(𝑡)

 ℎ𝑖𝑘 𝑡|𝑀𝑖 𝑡 , 𝑤𝑖 = ℎ0𝑘 𝑡 exp 𝛾′𝑤𝑖 + 𝛼𝑚𝑖 𝑡

 ℎ0𝑘 𝑡 : 𝑘 −번째 층의 기저 위험함수

 ℎ𝑖𝑘 𝑡|𝑀𝑖 𝑡 , 𝑤𝑖 = ℎ0𝑘 𝑡 exp 𝛾𝑘
′𝑤𝑖 + 𝛼𝑘𝑚𝑖 𝑡 : 기저함수

뿐만 아니라 회귀계수도 층별로 추정
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처치 여부가 이벤트에 미치는 영향이나
혈청 빌리루빈의 로그값이 이벤트에 미치는 영향이
hepatomegaly 여부에 따라 다르지 않음

hepatomegaly 여부에 따라 기저분포가 다름



모형확장: 경쟁위험

 𝑇𝑖 = min 𝑇1
∗, 𝑇2

∗, … , 𝑇𝐾
∗ , 𝐶𝑖 , 𝛿𝑖 ∈ 0,1,2, … , 𝐾

 ℎ𝑖𝑘 𝑡| 𝑚𝑖 𝑡 , 𝑤𝑖 = ℎ0𝑘 𝑡 exp 𝛾𝑘
′𝑤𝑖 + 𝛼𝑘𝑚𝑖 𝑡 ,

𝑘 = 1,2, … , 𝐾➜ “원인별” 위험함수

 𝑃 𝑇𝑖 , 𝛿𝑖|𝑏𝑖; 𝜃𝑡, 𝛽

= ς𝑘=1
𝐾 ℎ0𝑘 𝑇𝑖 exp 𝛾𝑘

′𝑤𝑖 + 𝛼𝑘𝑚𝑖 𝑇𝑖
𝐼 𝛿𝑖=𝑘

× exp −σ𝑘=1
𝐾 0

𝑇𝑖 ℎ0𝑘 𝑠 exp 𝛾𝑘
′𝑤𝑖 + 𝛼𝑘𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠
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 생존자료 long 포맷 변환: crLong 함수 이용

 경쟁위험을 층(CR)으로 정의
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혈청 빌리루빈의 로그값이 1-unit 증가함에 따라
이식 위험: 𝐞𝐱𝐩 𝟏. 𝟎𝟐 = 𝟐. 𝟕𝟖 (𝟏. 𝟗𝟏, 𝟒. 𝟎𝟓)
사망 위험: 𝐞𝐱𝐩 𝟏. 𝟒𝟕 = 𝟒. 𝟑𝟓 (𝟑. 𝟓𝟏, 𝟓. 𝟒𝟎)배 증가

혈청 빌리루빈의
로그값이 동일한 두
환자에 대해
혈청 빌리루빈의
로그값의 기울기가 1-
unit 증가함에 따라
이식 로그-위험: 
1.86 (-1.47, 5.19)
사망 로그-위험:
2.52 (1.29, 3.75) 
만큼 증가

“현재 값” 연관 “현재 값 + 기울기” 연관



모형확장

 종단자료 모형의 확장

 범주형 종단자료

 이변량(혹은 다변량) 종단자료

 생존자료 모형의 확장

 다중(순서 없음) 이벤트자료

 반복(순서 있음) 이벤트자료: 중단 이벤트 유무

 다중상태자료
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이벤트확률예측

 새로운 개체 𝑗에 대해

𝜋𝑗 𝑢|𝑡 = 𝑃 𝑇𝑗
∗ ≥ 𝑢|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 , 𝐷𝑛 , 𝑡 < 𝑢

를 예측하고자 함

 𝑦𝑗 𝑡 = 𝑦𝑗 𝑠 ; 0 ≤ 𝑠 < 𝑡
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베이지안방법

 𝜋𝑗 𝑢|𝑡 = 𝑃 𝑇𝑗
∗ ≥ 𝑢|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 , 𝜃 𝑝 𝜃|𝐷𝑛 𝑑𝜃

 𝑃 𝑇𝑗
∗ ≥ 𝑢|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 , 𝜃

= 𝑃 𝑇𝑗
∗ ≥ 𝑢|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑏𝑗 , 𝜃 𝑝 𝑏𝑗|𝑇𝑗
∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 ; 𝜃 𝑑𝑏𝑗

= 
𝑆𝑗 𝑢| 𝑚𝑗 𝑢 ,𝑏𝑗,𝜃

𝑆𝑗 𝑡| 𝑚𝑗 𝑡 ,𝑏𝑗,𝜃
𝑝 𝑏𝑗|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 ; 𝜃 𝑑𝑏𝑗
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몬테칼로방법

 step 1: 𝜃 𝑙 ∼ 𝑁 𝜃, vොar 𝜃 을 생성

 step 2: 𝑏𝑖
𝑙 ∼ 𝑏𝑗|𝑇𝑗

∗ > 𝑡, 𝑦𝑗 𝑡 , 𝜃(𝑙) 을 생성
 사후분포로부터 랜덤효과를 생성하기 위해 메트로폴리스-헤이스팅

알고리즘 적용

 step 3: 𝜋𝑗
(𝑙)

𝑢|𝑡 =
𝑆𝑗 𝑢| 𝑚𝑗 𝑢 ,𝑏𝑗

𝑙
,𝜃(𝑙)

𝑆𝑗 𝑡| 𝑚𝑗 𝑡 ,𝑏𝑗
𝑙
,𝜃(𝑙)

을 계산

 step 4: step 1 ~ step 3을 𝑙 1,2, … . , 𝐿 번 반복➜

ො𝜋𝑗 𝑢|𝑡 = median 𝜋𝑗
(𝑙)

𝑢|𝑡 혹은 ො𝜋𝑗 𝑢|𝑡 =
1

𝐿
σ𝑙=1
𝐿 𝜋𝑗

(𝑙)
𝑢|𝑡
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PBC: #20번과동일한모형

 종단자료모형: 

 𝑚𝑖 𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1 × drug𝑖 + 𝛽2𝑡 + 𝛽3𝑡
2 + 𝛽4 𝑡 × drug𝑖 +

𝛽5 𝑡2 × drug𝑖 +𝑏𝑖0 +𝑏𝑖1𝑡 + 𝑏𝑖2𝑡
2

 결합모형: 

 ℎ𝑖 𝑡 = ℎ0 𝑡 exp 𝛾1 × drug𝑖 + 𝛾2 × hepatomegaly𝑖 + 𝛼 ×𝑚𝑖(𝑡)
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𝝅𝟐 𝒖|𝒕 = 𝟖. 𝟖𝟑𝟐𝟓 에 관한 예측

𝝅𝟐 𝒖|𝒕 = 𝟏𝟒. 𝟏𝟓𝟐𝟑 에 관한 예측
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동적 예측 확률:
𝒕 = 0, 1, 4.9, 6.9



(시간-가변) ROC 곡선과AUC

 고정한 𝑡, Δ𝑡와 𝑅𝑦(바이오 마커의 표본공간)에 속하는
경계값 𝑐에 대해,

 민감도: TP𝑡
Δ𝑡 𝑐 = 𝑃 𝑦𝑖 𝑡 ≥ 𝑐|𝑇𝑖

∗ > 𝑡, 𝑇𝑖
∗ ∈ 𝑡, 𝑡 + Δ𝑡 ; 𝜃

 특이도: 1- FP𝑡
Δ𝑡 𝑐 = 𝑃 𝑦𝑖 𝑡 < 𝑐|𝑇𝑖

∗ > 𝑡, 𝑇𝑖
∗ > 𝑡 + Δ𝑡; 𝜃

 ROC 곡선: ROC𝑡
Δ𝑡 𝑝 = TP𝑡

Δ𝑡 FP𝑡
Δ𝑡 −1

𝑝 , 0 < 𝑝 < 1

 FP𝑡
Δ𝑡 −1

𝑝 = inf
𝑐

FP𝑡
Δ𝑡 𝑐 ≤ 𝑝

 AUC: AUC𝑡
Δ𝑡 = 0

1
ROC𝑡

Δ𝑡 𝑝 𝑑𝑝➜ rocJM {JM} 함수 이용
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주요 R  패키지

 JM: 연속형 종단자료. ML 추정 ⇔ %JM 매크로 (SAS)

 JMBayes: 범주형 종단자료. 베이지안 추정

 JMcmprsk: 경쟁위험자료. 연속형/범주형 종단자료
⇔ %SPM 매크로 (SAS)

 jointRML: 다변량 종단자료
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THANK YOU!!!
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